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§ 1. Premesse e definizioni.-
DEFINIZIONE l. - Un'algebra Boolean~ e un insieme ,w -f 0 in CU1 sono definite due
operazioni binarie U, ('\ ed una unaria -, che hanno grosso modo le proprietà del
l'unione, dell' intersezione e del complementare di sottoinsiemi di un insieme dato.
Formalmente un'algebra deve verificare i seguenti assiomi:
(Al) AUB-BUA AnB=BnA
(A2) A U(B U C) - (A U B)UC An (Bn C) = (AnB)!ì C
(A3) (A n B) U B - B (A U B) n B = B
(A4) An(B U C) - (AnB) U (AIìC); A U(BnC) - (AUB)n(AUC)
(AS) (An-A)UB-B ; (An-A)rìB=B
Porremo inoltre per definizione
commutatività
associatività
assorbimento
distributività
DEFINIZIONE 2.-l11 A c defB( o B~A)< > A() B = A +-9 A U B = B
e si prova che c è una relazione d'ordine parziale su si .
L'(A3) può allora essere interpretato come
e l' (A5) come:
( 2 ) e B c A U B
(3) An -A c B c A U - A
DEFINIZIONE 3. - Poiché si puo provare che An-A = B(ì -B VA,Be..w, An -J\ non
dipende dalla scelta di A e sarà denotato con O e chiamato zero did .. Analoga-
mente poiché A U -A non dipende dalla scelta di A ed, sarà denotato con l e chia
mato unità disi .
Dalla (3) segue che VA e.PI:
(4) OeAcl
e l' (A5) può essere scritto
( 5 ) O U B - B
DEFINIZIONE 4. - Un'algebra Boo'!eana Sl dice de2,enere. se e solo se è formata da un
unico elemento. In tal caso O = l.
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PRINCIPIO DI DUALITA'. - Negli assiomi (Al) - (AS), U e n glOcano un ruolo
simmetrico, pertanto se una propri eta è vera, da questa se ne può ottenere un'altra
(vera) detta la duale della prima, sostituendo a11 'U l' (ì e vIceversa.
Si dovra inoltre' sostituire
l -+ O O -+ l C-+J
per come sono stati definiti.
Con riferimento alla relazione d'ordine c osservIamo che
= sup {A,B}c C }•mlnA U B -(6 ) A{C : B
(7 ) Alì B = ma x {C : Cc ~ } = i nf { A, B}
Per provare la (6) basta osservare che
A Al) B c A U B ; 2) se pOI B c C allora A U B c C e quindi A U B = sup {A,B};
per la 2) basta provare che da
=CUB=C.
AUC - C
C s eg ue. (A U B) U CBUC -
,,., fatr;
- C:"'{A U B)UC - (AUC)UB=
In breve possono essere provate molte delle familiari propri eta della teoria degli
insiemi, ad esempio le formule di De Morgan
(8) - (A U B) = -A n -B - (A nB) = - A U -B ecc.
DEFINIZIONE S. - Porremo A - B . (-B)nA
A -+ B . (-A) U B
(di!ferenz,a di A e B o A meno B)
(è la duale di B-A)
Questa seconda operazione gioca un ruolo importante nell 'applicazione della teo-
rla dell 'algebre Booleane alla logica matematica. Inoltre porremo:
A /:, B . (A-B) U (B - A) (differenza simmetrica di A e di B) •
DEFINIZIONE 6. - A e B si dicono dis.1..iunti se An B = o
Esempi - A) Se d c!J'(X) lo chiamiamo (field) def A,B e .# > A U B e ~campo < >
e A e si -->- A e S'I
(Dalle leggi di De Morgan segue che A,B e ..# --> I~n B, A-B, Al::. B e d ~,X e4).
Ogni campo è un'algebra Booleana rispetto alle ordinarie U, n e
•
5Esempi di campl e quindi di algebre sono l seguenti:
1) 'j'(X)
2) {A c X : A finito oppure -A finito)
3) !p c IR : P plurintervallo (finito)} (cioé unioni finite di intervalli qualsia-
si di IR
4) Se X é uno spazlo topologico {A c X : A chiuso e aperto (=clopen)}
5) Se X e uno spazio topologico {A c X : ~1t = zj con .ft frontiera di ft
(~AUB), ~(AnB) c (JA) U (dB); dI-Alo "dA;
c
...----...
cnO =
o o
cno;
o r
c U D
v
,.-..
c CUO)
NB. GLI SPAZI TOPOlOGICI CHE CONSIDEREREMO SONO SEMPRE T2 (cfr.[3) pago 555)
B) Esemp~ di algebre che non sono campl.
Sia X uno spazlo topologico. Si dice
C chiuso regolare def< >C
o-
= C (é un dominio)
A l def - Caperto rego are <: >:J chiuso c,'A-C.
Denotiamo con si l l 'insiemme dei chiusi regolari e cond2 l'insieme degli
aperti regolari.
Susfl consideriamo le seguenti
• •
operaz l om :
o
~ -
• • •U - Unlone; An B - An B -A - A' dove A' e, il complementare di A.
Con tali leggis11 é un'algebra Booleana.
Sus,12 consideriamo le seguenti • •operaz l om :
o o
~
A U B • A U B n
,
i nter~ ez ione •- - - A - A', ,
- -(X U y - X U Y • xny c xnY)- ,
Cl la totalità degli eventi, ln teoria delle probabilità·con "o" , "e", "non"
formano un'algebra Booleana.
D) l'insieme di tutte le "formule" di una teoria basata sulla logica a 2
valori, nel quale si identificano due formule equivalenti (a e p sono equlva-
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lenti se a < >~ è un teorema), con le operazioni VI Il, '" e un'algebra Boolea-
na detta algebra di Tarsk~Lindenbaum.
§ 2- Ideali e Filtri. Siadun'algebra Booleana.
DEFINIZIONE 7. - ,ci ".1' c .>1 e detto ideale <=<=;:? f (a) A,B ,f =" A U B~.1'
L(b) B €.;; A c B -.; A E.1'
(é? e, é J , A E .A ~ p. n() ,:;r)
PROP. l - (a) i\(b) < >(A U B E.1' ç-;'A E.1' 1\ B c.Yl
DEFINIZIONE 8. - Un ideale .1'di.s.l si dice proprio se J t,>1.
PROP, 2 - J i dea l e pl'opri o 0=7 l ~.1'
(~ banale, ~ Se per assurdo l c.1 dall a (b) segue ,#=f)
PROP. 3 - .Ii ideale Vi c 1 -~ n .l'
-, , I l
l C
e un ideale.
DEFINIZIONE 9. - Se d c.s.l, diciamo i_deale..9.-enerato da
f (~) = n t ,.sI': f i de a l e :J ,qa }
Se f}S= p
l'i sulta :1 ' =.!fCqa).(Se ~eJ allora
.1" c,!f quindi J' cJ (fJS) • Si •e prova pOl
che 3' e un ideale :::;fJJe 'lui nel.' .f(fJS )e,;'
In particolare se A f;.>1 3(t A)) = t B €,r# • B c Al =.s.In9(A).•
DEFINZIONE 10. xl f V;c.9f fi ltro (a)' A,B €.~ > MB c:F(=-;)
( b) , B c:F;
PROP. 5 - La nOZlone di filtro è duale a quella di ideale, Cloe
.!/ideale ;> \- A • A €Y') e un fi lt ro•
,~ fi ltro \- A A d'ì , ideale• e un•
In particolare
